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Př́ıklad 1 Vypočtěte limitu posloupnosti

lim
n→∞

n2 + n+ 3

5n3 + n

Řešeńı 1.
Pokud se budeme zabývat limitami, prvńım krokem k úspěšnému výsledku je správné
dosazeńı a určeńı typu limitu. Můžeme źıskat pouze dva typy: určitý výraz, který
je již př́ımým výsledkem limity a nemuśıme limitu dále řešit, nebo źıskáme neurčitý
výraz, který je třeba dále upravit, abychom źıskali výraz určitý. V prvńım kroku
tedy nahrad́ıme každé n v argumentu limity nekonečnem, tj:

lim
n→∞

n2 + n+ 3

5n3 + n
=

∞2 +∞+ 3

5∞3 +∞
=

∞
∞

(1)

Po dosazeńı jsme dostali limitńı výraz ∞
∞ . Při výpočtech jsme využili základńı

charakteristiky práce z nekonečnama jako:

• Součet libovolného kladného nekonečna s jiným kladným nekonečnem je vždy
nekonečno.

• Kladné nekonečno umocněno na libovolnou mocninou je vždy kladné nekonečno.

• Součet nebo rozd́ıl libovolného nekonečna s jiným č́ıslem než nula je vždy
nekonečno až na znaménko nekonečna.

• Každé č́ıslo dělené nekonečnem je nula.

• Záporné nekonečno na sudou celou mocninu je vždy kladné nekonečno.

• záporné nekonečno na lichou celou mocninu je vždy záporné nekonečno.

• Každá kladná odmocnina z nekonečna je nekonečno.

Protože nám vyšel neurčitý limitńı výraz, použijeme v tomto př́ıpadě vyńımáńı,
protože pokud limitńı argument obsahuje pouze n na kladnou celou mocninu pod
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a nad zlomkovou čarou, pak v́ıme, že by nám vyńımáńı mělo téměř jistě pomoci.
Vyjměme vždy nejvyšš́ı mocninu z čitatele a nejvyšš́ı mocninu z jmenovatele, tedy:

lim
n→∞

n2 + n+ 3

5n3 + n
= lim

n→∞

��n
2
(
1 + 1

n
+ 3

n2

)
n�31

(
5 + 1

n2

) =

= lim
n→∞

(
1 + 1

n
+ 3

n2 )

n
(
5 + 1

n2

) (2)

Jakmile provedeme jednu úpravu limity, vždy zkontrolujeme, zda se neurčitý výraz
změnil na určitý, tedy:

lim
n→∞

(
1 + 1

n
+ 3

n2 )

n
(
5 + 1

n2

) =
1 + 1

∞ + 3
∞2

∞
(
5 + 1

∞2

) =
1 + 0 + 0

∞(5 + 0)
=

1

∞
= 0 (3)

kde jsme právě použili výše napsané charakteristiky.

Odpověd’: limn→∞
n2+n+3
5n3+n

= 0 □

Př́ıklad 2 Vypočtěte derivaci funkce dané předpisem

f(x) = ex(x3 − x2 + 6)

Řešeńı 2.
V tomto př́ıpadě muśıme nejprve vyřešit znaménko součinu, takže použijeme vzorec
pro derivaci součinu, tedy:

f ′(x) = (ex[x3 − x2 + 6])′ =

= (ex)′[x3 − x2 + 6] + ex([x3 − x2 + 6])′ =

= ex(x3 − x2 + 6) + ex[(x3)′ − (x2)′ + (6)′] =

= ex(x3 − x2 + 6) + ex(3x2 − 2x+ 0) =

= ex(x3 − x2 + 6) + ex(3x2 − 2x)

(4)

Na prvńı člen jsme pak aplikovali derivaci exponenciály a na druhý člen v závorce
jsme museli opět aplikovat pravidlo pro derivaci součtu funkćı a poté pravidlo pro
derivaci mocniny.

Odpověd’: f ′(x) = (ex[x3 − x2 + 6])′ = ex(x3 − x2 + 6) + ex(3x2 − 2x) □

Př́ıklad 3 Určete maximum a minimum funkce f na uzavřeném intervalu J :

f(x) = xln(x), J = ⟨e−2; e⟩

Řešeńı 3.
Pokud máme určit maximum a minimum na uzavřeném intervalu J , pak v́ıme, že
tento typ př́ıkladu vždy vyřeš́ıme pomoćı Weierstrassovy věty, která zajǐst’uje, že
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na uzavřeném intervalu má spojitá funkce maximum a minimum, takže je stač́ı
naj́ıt. Nejprve muśıme určit podezřelé body z maxim a minim na celém definičńım
intervalu, takže vždy muśıme řešit rovnici:

f ′(x) = 0 (5)

Rovnice (5) představuje tzv. nutné podmı́nky pro existenci extrému funkce jedné
proměnné, takže řešeńı je:

f ′(x) = (xln(x))′

= x′ln(x) + xln′(x)

= ln(x) +�x
1

�x
= ln(x) + 1

(6)

Nejprve jsme museli vypoč́ıtat prvńı derivaci, na kterou jsme použili pouze derivaci
součinu a poté vzorce základńıch derivaćı. Ve druhém kroku muśıme za výsledek (6)
dosadit nulu tedy:

ln(x) + 1 = 0 | − 1

ln(x) = −1

x = e−1

(7)

Řešeńı (5) je tedy jediný podezřelý bod z extrému funkce, tedy e−1. Muśıme ověřit,
zda tento bod patř́ı do daného intervalu J , což vid́ıme, že ano, takže s ńım budeme
dále poč́ıtat. V posledńım kroku potřebujeme spoč́ıtat pouze funkčńı hodnoty všech
podezřelých bod̊u, tj. bod̊u, které jsou řešeńım rovnice (5) a vždy také hranič́ı body
intervalu J , tedy:

f(e−2) = e−2ln(e−2) = e−2 · (−2) = − 2

e2

f(e−1) = e−1ln(e−1) = e−1 · (−1) = −1

e
f(e) = eln(e) = e · 1 = e

(8)

Z výpočtu funkčńıch hodnot (8) stač́ı vybrat největš́ı funkčńı hodnotu, která bude
maximem, a nejmenš́ı funkčńı hodnotu, která bude minimem. Vid́ıme, že nejmenš́ı
funkčńı hodnota je −1

e
, a tedy minimum je v 1

e
, a největš́ı funkčńı hodnota je e, a

tedy maximum je v e.
Pokud bychom danou funkci vynesli do grafu, pak by byl interval J vymezen body
B a C. Vid́ıme, že řešeńım rovnice (5) je bod A, který lež́ı v intervalu J , proto
jsme jej zahrnuli do výpočtu. Vypočtené funkčńı hodnoty nám nyńı jasně ř́ıkaj́ı, že
maximum je v bodě D a minimum v bodě A.

Odpověd’:

• Maximum funkce je v bode x = e

• Minimum funkce je v bode x = e−1 □

Př́ıklad 4 Najděte vázané extrémy funkce dvou proměnných f dané předpisem:
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Obr. 1: Grafické řešeńı

ln(x2 + y2)

při vazebńı podmı́nce

9x2 + y2 = 9

Řešeńı 4.
Tento typ př́ıkladu poznáme podle toho, že máme funkci dvou proměnných a ani x,
ani y nelze vyjádřit z vazebńı podmı́nky, jinými slovy jsou vždy ve druhé mocnině. V
tomto př́ıpadě postupujeme tak, že vypoč́ıtáme prvńı parciálńı derivace dané funkce,
tedy:

∂x(ln(x
2 + y2)) =

1

x2 + y2
· ∂x(x2 + y2)

=
1

x2 + y2
2x =

2x

x2 + y2

∂y(ln(x
2 + y2)) =

1

x2 + y2
· ∂y(x2 + y2)

=
1

x2 + y2
2y =

2y

x2 + y2

(9)

Ve druhém kroku přeṕı̌seme vazebńı podmı́nku na vazebńı funkci g(x; y) = 9x2 +
y2 − 9 a opět spoč́ıtáme prvńı parciálńı derivace, tedy:

∂x(9x
2 + y2 − 9) = ∂x(9x

2) + ∂x(y
2)− ∂x(9) = 9 · 2x+ 0− 0 = 18x

∂y(9x
2 + y2 − 9) = ∂y(9x

2) + ∂y(y
2)− ∂x(9) = 0 + 2y − 0 = 2y

(10)

Ve třet́ım kroku muśıme sestrojit tzv. Jacobiho determinant1, který má předpis:

j(x; y) =

∣∣∣∣∂xf(x; y) ∂yf(x; y)
∂xg(x; y) ∂yg(x; y)

∣∣∣∣ (11)

1Je to determinant prvńıch parciálńıch derivaćı, pomoćı kterého určujeme podezřelé body s
maxima resp. minima.
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Do výrazu (11) dosad́ıme naše spoč́ıtané derivace (10) a (9), tedy:

j(x; y) =

∣∣∣∣ 2x
x2+y2

2y
x2+y2

18x 2y

∣∣∣∣ = 2x

x2 + y2
· 2y − 2y

x2 + y2
· 18x =

=
4xy

x2 + y2
− 36xy

x2 + y2
= − 32xy

x2 + y2

(12)

V daľśım kroku muśıme vypoč́ıtat soustavu rovnic danou:

j(x; y) = 0

g(x; y) = 0
(13)

Po dosazeńı dostaneme soustavu rovnic:

− 32xy

x2 + y2
= 0 =⇒ −32xy = 0 =⇒ x = 0 ∨ y = 0

9x2 + y2 − 9 = 0

x = 0 =⇒ y2 − 9 = 0 =⇒ y1;2 = ±3

y = 0 =⇒ 9x2 − 9 = 0 =⇒ x1;2 = ±1

(14)

Vid́ıme, že řešeńım soustavy rovnic vzniklo několik spojených kořen̊u. Proto v daľśım
kroku urč́ıme všechny možné varianty řešeńı, tj. podezřelé body z maxima, resp.
minima:

A = [0;−3]

B = [0; 3]

C = [−1; 0]

D = [1; 0]

(15)

Jakmile urč́ıme podezřelé body z extrémů, je př́ıklad téměř kompletńı, protože máme
zadáńı, které obsahuje jak x, tak y ve druhé mocnině a symbol rovná se, z čehož
vyplývá, že takto zadaná vazebńı podmı́nka je kompaktńı množina, přesně elipsa.
Kdykoli je vazebńı podmı́nka dána jako kompaktńı množina, pak př́ıklad řeš́ıme
pomoćı zobecněné Weirsstrasovy věty, která ř́ıká, že je-li funkce v́ıce proměnných
spojitá na neprázdné kompaktńı množině, pak na této množině nutně muśı mı́t
maximum i minimum. Funkce je spojitá a množina je neprázdná a kompaktńı. Pak
stač́ı spoč́ıtat funkčńı hodnoty v podezřelých bodech (15) a vybrat největš́ı, resp.
nejmenš́ı:

A = [0;−3] =⇒ ln(02 + (−3)2) = ln9

B = [0; 3] =⇒ ln(02 + (3)2) = ln9

C = [−1; 0] =⇒ ln((−1)2 + (0)2) = ln1

D = [1; 0] =⇒ ln(12 + (0)2) = ln1

(16)

Vid́ıme, že nejnižš́ı hodnota je zastoupena 2 krát u C a D, takže funkce má 2 vázané
minima a největš́ı hodnota je zastoupena také 2 krát u A a B, takže funkce má 2
vázané maxima.

Odpověd’: Funkce má lokálńı vázané minimum v bode C = [−1; 0] a D = [1; 0] a
funkce má lokálńı vázané maximum v bode A = [0;−3] a B = [0; 3]. □
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